Matrizenmultiplikation

Wozu?

Matrix = lineare Abbildung
Matrixprodukt = Hintereinanderausfithrung

* Geometrie:

« Graphen: Matrix = Adjazenzmatrix
Multiplikation z.B. fiir transitive Hiille

« Signale: Filter, Diskrete Fourier Transformation
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Karlsruhe (TH)

Matrizenmultiplikation
Standardalgorithmus:
A=(a,) B=b,) c=4B=(c,)
wobei: ¢, = kz ayh,

n Multiplikationen je Matrixelement und
n-1 Additionen je Element

Gesamtaufwand ist #° Multiplikationen
und n’(n—1) Additionen, also O(n*)
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Multiplikation nach Winograd
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Multlphkatlon nach Winograd
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Multiplikation nach Winograd

Aufwandsabschitzung fiir Winograds Algorithmus:
n/2 1
Berechnung eines 4, = Zal T benotlgt*” Multiplikationen.
Ebenso B;. k=l
A4, und B miissen nur einmal berechnet werden =>
Aufwand ﬁir alle 4, und B, ist n® Multiplikationen.

nl2
2(12k1+b7kj)(a12kb2klj) 4= B

benotigt ""E Multiplikationen, insgesamt also "o
2
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Matrixmultiplikation nach Strassen

Entwurf eines Teile-und-herrsche-Algorithmus:

All AI2 . Bll BI2 _ Cll CIZ

AQ! A22 BZ! B22 CZI C22
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Multiplikation nach Strassen

Teile-und-herrsche-Algorithmus macht also aus

1 Multiplikation von nxn Matrizen

8 Multiplikationen von n/2xn/2 Matrizen

(wir 16sen die Problematik fiir ungerade » dhnlich wie beim Potenzieren)

Basisfall: Multiplikation zweier 2x2 Matrizen:
|:a” ap, :| .[bn b]z} _ |:a11b11 +apby  a,b,+ayby, :|
a2| aZZ bZI b22 a2lbll + aZZbZI aZIbIZ + a22b22
Benotigt standardméBig 8 Multiplikationen
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Multiplikation nach Strassen

Aufwandsabschitzung:  T(n) =8T(n/2)+O(n*)
fiir Additionen

(in jeder Rekursionsebene
eine Addition je Element)
O(n*) trigt nicht zur
Asymptote bei.

=0(n’)

Was wire, wenn wir mit 7 Multiplikationen auskdmen?

T(2)=8+.. TQ2)=T+..
T(4)=8-T(2)+...= 64 T(4)=7-T(2)+..=49

T@8)=8-T(4)+...=512 T@®)=7-T(4)+...=343
T(16)=8-T(8) +..= 4096 | | T(16)=7 -T(8)+...= 2401
_ O(nB) _ O(nlogﬂ) ~ O(n”l)
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Multiplikation nach Strassen

Unter welchen Umsténden <8 Multiplikationen fiir 2x2?

S A I ac+d) aletf) 4 Multiplikationen
b b||d f]| |blc+d) ble+f)

[a al[b a] [a(b+c) 2a

| b c,.,c al | b+ ab+o) 5 Multiplikationen
(a dl[a a B 24° 24° o

la a_‘_a al 24> 242 1 Multiplikation

Frage: kann 4- B als Summe (4, +...+ 4,)-(B, +...+B,)
anderer Matrizen dargestellt werden, so daB insge-
samt weniger Multiplikationen benétigt werden?
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Multiplikation nach Strassen

2x2 - 2x2 1aBt sich auch darstellen als 4x4 - 4x1, ndmlich

a b 0 Ofe
a blle g p s cd 0 0ff r
. = <= =
c d||f h rot 0 0 a blg s
0 0 ¢ d|h t
Das spart keine Rechenschritte ein,
bietet aber evtl. Ansétze fiir Optimierungen.
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Multiplikation nach Strassen

Besonders einfache Fille von Matrix-Vektor-Multiplikationen:

[a al[e ale+ f)
a a al I = ale+ f) 1 Multiplikation
[ a aiiei_ia(e+f) o
B o —al|/] = - a(e+f)} 1 Multiplikation
[a O]fe ae e
Y laep bl 7 = ae+b(f—¢) 2 Multiplikationen
5 @ b-a 1€]= ale=f)+bf 2 Multiplikationen
10 b ||f] L bf
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Multiplikation nach Strassen

2x2 Matrix (z.B. vom Typ y)

[ a 0f]|e _ ae
la=b b||f] |ae+b(f—e)

148t sich durch Auffiillen mit Nullen auf 4x4 aufblasen:

a | of0]o|[e ae
0 00 0. X 0 auch vom Typ v,
a—b| 0[b 0| |f| |ae+b(f-e)| auchnur2 Multipl.
L0 00 0f|y 0
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Multiplikation nach Strassen

Multiplikation nach Strassen

Wir versuchen | ¢ b0 0fe (6 b 0 0] [a=b 0 0 0] 0 00 0
cd 0 0ff bb 0Ol |0 0 0+c—005b+
00 a bjg 0000 c=b 0 a-c 0 b=c 0 0 b-c
00 d| h 0 00 O
¢ 0000, [0 0 0 O,y B
zu schreiben als Summe von Matrixprodukten mit Matrizen
nur der Typen a., 3, y oder 3, so da3 die Zahl der Multiplikationen [0 0 0 0] [ 0 0 0 ] a b 00
unter 8 bleibt, z.B: 0 0 0 0 d=b 0 b-c cd 00
atarpryrd 00 oo 0 o T
wiirde ¢ 00 a b
1+1+1+2+2=7 0 0 ¢ c]y [0 0 0 d-c]g 00 ¢ d
Multiplikationen benétigen.
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Multiplikation nach Strassen Multiplikation nach Strassen
SFrasscns Algorithmus bringt nur fiir sehr groe Matrizen Weitere Nachteile von Strassens Algorithmus:
eine nennenswerte Verbesserung:
Speedup » geringere numerische Stabilitit
Praktische Erfahrung: (viele Rechenoperationen und Rundungen => Fehler)
Strassen hat soviel « schlechtere Parallelisierbarkeit
Overhead, daB erst ab
ca. n=100 eine Ver- « erhohter Programmieraufwand
besserung zum Standard (Verschwendung von Informatikerzeit)
eintritt.
0 100 200 300 400 500
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Matrixmultiplikation nach Strassen Matrixmultiplikation nach Strassen
ab)(eg) (rs) (ae+bf ag+bh ab)(eg) (rs) (ae+bf ag+bh
cd)\fh) \tu) \cetdf cg+dn cd)\fh) \tu) \cetdf cg+dn
Markieren wir die benétigten u e fgh Standardalgorithmus:
Produkte in einer Matrix: b - . - . e g h e g h e g h e f g h
clal e alm a L) a a
h| |® b - b b
d|l_ = |= 5 &
Wir kénnen so auch andere ¢ ¢ ¢ ¢ -
Terme darstellen, z.B. e fgh d d dl|e d
a|m ae+bf=r ag+bh=s ce+df=t cg+dh=u
bl |m ae+bf=r
c
d 4 mal 2 = 8 Multiplikationen
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Matrixmultiplikation nach Strassen

Andere Terme (mit je einer Multiplikation) konnten z.B. sein:

e fgh e fgh e fgh
a L] a LI a
b L b b
c c c
d d d|=|*
(at+b)h a(g-h) d(f-e)

Fragestellung: Ist es moglich, Terme zu finden, die alle
benétigten Produkte abdecken, aber zusammen
weniger als 8 Multiplikationen benédtigen?
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Matrixmultiplikation nach Strassen

Term Multiplikationen Darstellung
R=ag-ah=a(g—h 1
e f g h
a + -
b
c
d
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Matrixmultiplikation nach Strassen

Term Multiplikationen Darstellung
P, =ah+bh=(a+b)h 1 e f g h
a +
b +
c
d
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Matrixmultiplikation nach Strassen

Term Multiplikationen Darstellung
e f g h

- P, =—ah—bh 0 a
b -

c

d
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Matrixmultiplikation nach Strassen

Term Multiplikationen Darstellung
e f g h
a
P, =ce+de=(c+d)e 1
b
+
c
d +
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Matrixmultiplikation nach Strassen

Term Multiplikationen Darstellung
e f g h
a
— P, =—ce—de 0 b
c -
d| -
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Matrixmultiplikation nach Strassen

Term Multiplikationen Darstellung
e f g h
a
b
P=df ~de=d(f -0) e
dl_ +
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Matrixmultiplikation nach Strassen

Term Multiplikationen Darstellung
e f g h
| F +
b
c
P =ae+ah+de+dh=(a+d)e+h) 1 , + +
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Matrixmultiplikation nach Strassen

Term Multiplikationen Darstellung
e f g h
a
b + +
c
By=bf +bh=df ~dh=(b=d)([+h) 1 ==
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Matrixmultiplikation nach Strassen

Term Multiplikationen Darstellung
e f g h
¥ +
b
€l mm -
d

P =ae+ag—ce—cg=(a—c)le+g) 1
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Matrixmultiplikation nach Strassen

Term Multiplikationen Darstellung
e f g h
a - -
b
+ +
c
d
—P, =—ae—ag+ce+cg 0
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Matrixmultiplikation nach Strassen

r=actbf =P.+P,~P,+P,
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Matrixmultiplikation nach Strassen

s=ag+bh=PF+P,
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Matrixmultiplikation nach Strassen

t=ce+df =P, +P,
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Matrixmultiplikation nach Strassen

u=cg+dh=P,+F—-P,—P,
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Rechnen mit Booleschen Matrizen

Boolesche Matrizen sind z.B:

« Schalttafeln fiir elektronische Gatter ! 2 Gkl
* Adjazenzmatrizen flir Graphen Joonn

« schwarz-weille Pixelbilder

« Definitionen beliebiger Relationen ——
e etc.

Multiplikation von Booleschen Matrizen entspricht
Hintereinanderausfithrung der durch sie definierten
Relation.

Erinnern: Berechnung der transitiven Hiille eines Graphen.
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Rechnen mit Booleschen Matrizen

Boolesche Operatoren und Grundrechenarten:

AND entspricht Multiplikation OR entspricht Addition
+10]1
0lo]o 0]0]1
01 1|11

Was aber ist mit Subtraktion? 0+1=1 und 1+1=1
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Multiplikation Boolescher Matrizen

bei transitiver Hiille hatten wir: (i, j)e H < 4; #0

Kante (i,j) ist in Hiille, wenn die n-te Potenz der Adjazenzmatrix
(mit Elementen aus N) an der stelle i,/ nicht 0 ist.

D.h. wir kdnnen die Booleschen Werte 0 und 1 wie natiirliche
Zahlen behandeln, aber interpretieren am Ende

=0 ist falsch

#0 ist wahr

Leichte Modifikation fiir Strassen-Algorithmus: Rechne im
Ring Modulo (7+1), d.h. kein Uberlauf, Subtraktion geht.
Also obere Schranke ist O(n**").

Universitit Info k 11 Sor 2001, Dr. Ivica R lie 12.36
- t ter , Dr. Ivi F X
Karlsruhe (TH) nformatil mmersemester r. Ivica Rogina olie




Multiplikation Boolescher Matrizen

Gesehen: Boolesche Matrizenmultiplikation kann mit
Strassen-Algorithmus in O(n**') berechnet werden.

Aber Rechnen mit Natiirlichen Zahlen statt
Bits ist Overkill.

Fragen: Kann man irgendwie ausnutzen, da3 die Operationen
mit Bits und Bitvektoren einfacher zu machen sind?

Kann man ausnutzen, daf} fast alle CPUs mehrere
Bits auf einmal manipulieren kénnen?
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Multiplikation Boolescher Matrizen

Multiplikationsschema: c¢; = Y a by
k=1

D.h. ¢, ist das Skalarprodukt zweier Vektoren
4,=(a,,.,a,) wnd B, =(b .,b"j)T
auch genannt inneres Produkt (inner product, dot product).

1)

In Booleschen Operationen ausgedriickt:

_ . _J0 falls Vk:p, =0
Pi= by ‘v’{l falls 3k: p, =1
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Multiplikation Boolescher Matrizen

Angenommen, die Wortbreite (Anzahl gleichzeitig verarbeitbarer
Bits) unserer CPU sei mindestens 7, dann konnen wir

0 falls Vk:p, =0
P = a(kb/:/ C; =

1 falls 3k:p, =1
durch ein AND ~~

durch einen Vergleich
mit 0 berechnen

0 falls P=0
1 falls P#0

berechnen

also  P=4, AND B, ¢, :{

d.h. ein inneres Produkt wire in O(1) berechenbar.
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Multiplikation Boolescher Matrizen

Es ist zu erwarten, daf3 die Wortldnge k£ der CPU < n ist. Was dann?

a | 4

la

@
@
@

ksl | Gnka2 ‘ ‘ a,

Wir zerlegen ein inneres Produkt der Lénge 7 in
n/k innere Produkte der Lénge k.

=> Aufwand ist O(n/k)
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Multiplikation Boolescher Matrizen

gesehen: Wenn CPU-Wortlénge = &, dann inneres Produkt
der Léange n in O(n/k) berechenbar.

=> Aufwand fiir nxn Matrixmultiplikation
(d.h. n* innere Produkte) ist n° /& .

Wenn k=logn (nicht untypisch, mit 8-Bit Wortldnge wiren
S0 256x256 Matrizen machbar), dann ist der Aufwand fiir eine
Boolsche nxn Matrixmultiplikation O(n3/logn).

Frage: Was aber wenn wir uns nicht auf die Fahigkeit der
CPU, £ Bits gleichzeitig mit AND zu verkniipfen
verlassen konnen?
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Multiplikation Boolescher Matrizen

Vorberechnen aller inneren Produkte, und Ablegen in einer Tabelle:

k=2 Speicheraufwand:

[oo] [0] (0] 0 0(2*) =0(n) fiir k=(logn)/2
01]10] 1j0[1

ollofof1]1 Rechenaufwand:

o[1[1[1]  O(k2*) =O(nlogn) fiir k=(logn)/2

D.h.: wenn wir innere produkte der Lénge n berechnen wollen,
legen wir uns in O(nlogn) Zeit eine Tabelle mit O(n) Eintrdgen
fiir innere Produkte der gewihlten Lange k=(logn)/2 an.

(Im obigen Beispiel wire n=16.)

Alternativ: wéhle k=logn, dann steigt Speicheraufwand auf

O(n*), aber k doppelt so groB => 2xweniger Operationen

spiter. Frage: kann man O(n*) Speicher effizienter nutzen?
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Multiplikation Boolescher Matrizen

Andere Schreibweise fiir Matrixmultiplikation:

H# = Matrixprodukt
11 zweier Vektoren

Ac(r)-By(r)

Ac(r) By(r)

Spaltenvektor Zeilenvektor
(A('(r)'BR(r)),'j =(Ac(r); '(Bk(r))j

=a,-b,

leicht zu sehen: ~ A4-B=" A.(r)- By(r)
=1
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Multiplikation Boolescher Matrizen

A-B= Z A (r)-Bp(r) funktioniert nicht nur fiir einzelne
=l Spalten (Zeilen), sondern auch fiir
Gruppen von diesen:

A(rs)  Bp(r.s)

1 n/k
Leicht zu sehen:
nlk
4-B= ZAIBi mit A=[44,..4,,],B=[BB,..B,,]
i=1
also 4, = A.(k(i—1)+1.ki), B, = By(k(i—1)+1.ki)
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Multiplikation Boolescher Matrizen

nlk nlk

A-B=Y 4B =3 C
i=1 i=1

Frage: wie berechnet man C; am schnellsten?

L L0111 ]0[0]0]0f
Beispiel: i frfrfrjajrjojaf
afolafo[1[1]o] F T[T[o[T]o[T[1]0]
001BIOO‘II]OI"”CIIIIO]]O =
o1 o[ 1[1]1]ofo] o]0} T[0T 11|11 i
11olo - Iffr|rf1j1|1f1
ot erste Zeile von C=letzte von B, | (1710 1 0l1] 1]0
A1 1110 weil erste von A=001 ofr|1[t][0]0]0[0]-
111 .
1ol letzte Zeile von C=erste von C,
ol ol weil letzte von A=erste von A
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Multiplikation Boolescher Matrizen

Feststellung: Es gibt maximal 2* verschiedene Kombinationen
(Potenzmenge) von Reihen aus B,.

Frage: Lohnt es sich, die Summe jeder Kombination vorzuberechnen?

il 1fol1]o[1]1]0] 0] 0[0] [o]olofolo]o]o]o
Bl ilololt[1]1]ol1|p & [0]o[1] [oft]1[1]o]o]0]0
o[ 111 ]ofo]ol0] o[ t[o] [T]ofo[T]T]1]0[1
ol t[1] [[t[t[t]t]1]0o[1
k
1]ofo] [T[Tjo[T[o[T[1]0| (2
1]o[1] [t [i]o[1][1]o
. 1 1fo] [[tfot[t[1]1]1
Speicheraufwand: B EIEREREIEREIE]
0@2"-2*) =0(n?) firk =logn
Rechenaufwand: ?
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Multiplikation Boolescher Matrizen

Rechenaufwand fiir Vorberechnung aller Kombinationssummen:
Beginne mit Kombination 00...0 (Summe ist trivialerweise 00...0),

Induktion: Berechne Kombination,
die der Dualdarstellung von 7 entspricht.

Es gibt eine Zahl kleiner #, die sich von 7 nur durch
ein Bit unterscheidet (z.B. die ohne die erste 1 in 7).

Nimm diese und addiere die der ersten 1 entsprechende
Reihe von B; .

FEE-EEEE
P =y
el EE

Aufwand: Addition von n Bits fiir jede der
2* Kombinationen => O(n-2")
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Multiplikation Boolescher Matrizen
Algorithmus der vier Russen

gegeben: Boolesche nxn Matrizen 4 und B, Wortlinge £ (teilt n)
A=[AA4,..4,,],B=[BB,..B,,] gesucht: C=4B

initialisiere C=0
fiir alle i=1..n/k
berechne alle 2* Summen von Kombinationen aus Reihen von B,
fir alle j=1..n
addiere zu C die Summe der Kombination, die der j-ten
Zeile von 4, entspricht

Aufwand: n/k Multiplikationen fiir 4;- B, mit jeweiligem Aufwand
von O(n*) und O(n-2") fiirs Erstellen der Kombinationentabelle,
gesamt also:
Om* 1 k+2°-n*/k) =0(n’/logn) fir k =logn
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