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Wir erinnern uns: Aufwand für Multiplikation zweier
Polynome: )()( 59.13log2 nOnO ≈

Frage: Könnte es schneller gehen, wenn die Polynome anders
dargestellt wären?

Angestrebter Algorithmus:

transformiere Polynome in andere Darstellung;
berechne „billige“ Multiplikation;
transformiere die Darstellung zurück zur normalen Darstellung;

Wenn Transformation + „billige“ Multiplikation schneller
als                 sind wir zufrieden. )( 59.1nO

Polynommultiplikation mit FFT
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Bekannt: Polynom n-ten Grades läßt sich eindeutig bestimmen
durch Angeben von n+1 beliebigen Punkten.

Beispiel:

P ist eindeutig definiert durch (0,2), (1,3),... und auch (-1,1)
Q ist eindeutig definiert durch (0,-1),(1,1),... und auch (-1,-3)

also geht P·Q durch die Punkte (0,2·(-1)), (1,3·1),(-1,1)·(-3))
= (0,-2),       (1,3),    (-1,-3)

Tatsächlich ist 
durch diese drei Punkte eindeutig bestimmt.

2+= xP 12 −= xQ

)232()12()2( 2 −+=−⋅+ xxxx

Eine einfache Polynommultiplikation

Informatik II Sommersemester 2001, Dr. Ivica Rogina Folie 13.3
Universität 
Karlsruhe (TH)

Der angestrebte Algorithmus für Polynommultiplikation ist:

gegeben 2 Polynome P,Q vom Grad n

berechne P und Q für                       // 2n+1 damit Produkt eindeutig
berechne // n Multiplikationen

bestimme P·Q aus den berechneten Punkten

121,..., +nxx

)()(),...,()( 121211 ++ ⋅⋅ nn xQxPxQxP

Aufwand ist also O(n) + Aufwand für 4n+2 Auswertungen
+ Aufwand für Koeffizientendarstellung

Frage: Wie kann man Polynome schnell auswerten?

Eine einfache Polynommultiplikation
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Standardalgorithmus: Hornerschema
gegeben: P, x gesucht P(x)
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0..1für 
n Multiplikationen und
n Additionen

Für n Punkte                                  sind es  Schritte.
Frage: Geht es schneller, wenn wir                   
geschickt wählen?

121,..., +nxx
)(),...,( 121 +nxPxP )( 2nO
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Eine einfache Polynommultiplikation

Für P(x) benötigt Hornerschema O(n)  Schritte. 
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Matrixschreibweise:
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Mögliche Einsparungen:      (Es muß            sein.)ji xx ≠
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Schnelle Polynomauswertung
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Wir streben Teile-und-herrsche-Algorithmus an.

Schnelle Polynomauswertung
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Schnelle Polynomauswertung

Einsparung: Wir benötigen nur das Produkt der oberen Matrixhälfte,
für untere Hälfte gilt: alles gleich

bis auf Vorzeichenwechsel
für ungerade Exponenten
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Schnelle Polynomauswertung
Obere Hälfte:

nach geraden und ungeraden Exponenten aufgeteilt:
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Schnelle Polynomauswertung

.

. .

=

=+

Informatik II Sommersemester 2001, Dr. Ivica Rogina Folie 13.10
Universität 
Karlsruhe (TH)

∑
−

=

=
12/

0

2
2)(

n

i

i
i xaxG

Schnelle Polynomauswertung
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Schnelle Polynomauswertung
um also das Matrix-Vektor-Produkt
zu berechnen benötigen wir:
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und

Das sind zwei Probleme der halben Größe, zusätzlich brauchen wir:
n/2 Additionen (gerade+ungerade), 
n/2 Subtraktionen (für P(-x)=...),
2 mal n/2 Multiplikationen (n/2 je Matrixhälfte für     )...)( 2 ⋅= xxPU

Wenn das weiter klappt, ist der Aufwand T(n)=2T(n/2)+O(n)
=O(nlogn)
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Schnelle Polynomauswertung

Rekursion läßt sich nicht fortsetzen:

Wir hatten ausgenutzt, daß
und konnten so die Matrix „halbieren“.

Wenn wir in die Rekursion einsteigen mit der Berechnung von
und dann sind alle Funktionsargumente positiv,

=> „Halbierung“ nicht mehr möglich. 

22)( xx =−

)( 2xPU )( 2xPG
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Schnelle Polynomauswertung
betrachten wir die Berechnung von )( 2xPG
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für den Abstieg in die Rekursion wäre gut, wenn

das ist der Fall wenn

In der nächsten Rekursionsebene sollte dann
sein usw.  
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Schnelle Polynomauswertung
Wenn

dann wollen wir, daß 
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ist n-te Einheitswurzelω
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Darstellung komplexer Exponenten

2 1

3 1
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Die n-te Einheitswurzel liegt
auf dem Einheitskreis nach einem
n-tel des Vollkreises,

läßt sich auch schreiben als n
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Schnelle Polynomauswertung
Wir erhalten also zur Auswertung von Polynomen die folgende Matrix:

Diese Matrix ist die DFT-Matrix für n, und
ist die diskrete Fouriertransformierte des Vektors 

))(),..(),1(( 1−nPPP ωω

110 ,...,, −naaa

Informatik II Sommersemester 2001, Dr. Ivica Rogina Folie 13.17
Universität 
Karlsruhe (TH)

Schnelle Polynomauswertung
Ein paar DFT Matrizen:
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Wir können also ein Polynom an n Stellen in O(nlogn) auswerten.

Was fehlt noch zur Polynommultiplikation?

Die Rückumwandlung in die Koeffizientendarstellung:
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Da DFT invertierbar ist, gilt

Polynommultiplikation mit FFT
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Inverse Fouriertransformation
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DFT 1−DFT

Es ist offensichtlich, daß wenn  ω n-te Einheitswurzel ist,
dann ist auch  1/ω n-te Einheitswurzel.
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Polynommultiplikation mit FFT
Beispiel: 2+= xP 12 −= xQ
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Polynommultiplikation mit FFT
Beispiel: Auswertung mit FFT
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