Polynommultiplikation mit FFT

Wir erinnern uns: Aufwand fiir Multiplikation zweier
Polynome: O(n'"***) =~ O(n'*)

Frage: Konnte es schneller gehen, wenn die Polynome anders
dargestellt wiren?

Angestrebter Algorithmus:

transformiere Polynome in andere Darstellung;
berechne ,billige" Multiplikation;
transformiere die Darstellung zuriick zur normalen Darstellung;

Wenn Transformation + ,,billige* Multiplikation schneller
als O(n'*) sind wir zufrieden.
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Eine einfache Polynommultiplikation

Bekannt: Polynom n-ten Grades 16t sich eindeutig bestimmen
durch Angeben von n+1 beliebigen Punkten.

Beispiel: ~P=x+2 0=2x-1

P ist eindeutig definiert durch
Q ist eindeutig definiert durch

(0,2), (1,3),... und auch (-1,1)
(0,-1),(1,1),... und auch (-1,-3)

also geht P-Q durch die Punkte 0,2:-1)), (1,3:1),(-1,1)(-3))
= 0,-2),  (1,3), (-1,-3)

Tatsichlich ist (x+2)-(2x—1)=(2x* +3x-2)
durch diese drei Punkte eindeutig bestimmt.
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Eine einfache Polynommultiplikation

Der angestrebte Algorithmus fiir Polynommultiplikation ist:

gegeben 2 Polynome P,Q vom Grad n

berechne P und Q fiir X,»...,X,,,;  // 2n+1 damit Produkt eindeutig
berechne P(x,)-O(x,),..., P(x,,,,)-O(x,,.,)  // n Multiplikationen

bestimme P-Q aus den berechneten Punkten

Aufwand ist also O(n) + Aufwand fiir 4n+2 Auswertungen
+ Aufwand fiir Koeffizientendarstellung

Frage: Wie kann man Polynome schnell auswerten?
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Eine einfache Polynommultiplikation

Standardalgorithmus: Hornerschema

gegeben: P, x gesucht P(x)
P(x)=a,x"++ax,+a,=((---((a,x+a,,)x+a, ,) - )x+a,)x+a,
s=a, n Multiplikationen und
firi=n—1.0 |7 Additionen , 4 0
s¥=x 0 |ax AUl L A
s+=a, a, |ax+a, WAk lP(x)

Fur P(x) benétigt Hornerschema O(n) Schritte.
Fiir n Punkte P(x)),..., P(x,,,,) sindes O(n*) Schritte.

Frage: Geht es schneller, wenn wir X;,...,%,,,
geschickt wéhlen?
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Schnelle Polynomauswertung
Matrixschreibweise:  P(x) = Sa,x‘

i=0

2 -1

1 x, x5 .. X, a, P(x,)
2 -1

1 x x .. x a | | P(x)
2 n—1

L, xo e x5 a0 ] [P()

Magliche Einsparungen:  (Es muB x, # x, sein.)

2 4

S = == L=
xX; =X, x;

4 4

2 2 = =

X=x > X =x],
_ _ 2_ 2 3__3

X, =X, = X=X, X=X,
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Schnelle Polynomauswertung

Wir streben Teile-und-herrsche-Algorithmus an.

1 %o (xo)z (xo)'H ] [ P(xy)

1 X x)? N EN P(x)

: : : - : i a, :

I Yoy () o ()" | @ P(x,,,,)

1 —-x, (-x)* o (=x) | P(-x,)

1 —X (_xl)z (_X|)"7l L% P(-x))
_1 — X241 (_x,y/zfl)z (x,y/zfl)nil_ _P(fxn/z—l)_
Hier gilt: (—x;)* =x3*  und (=x)* ==
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Schnelle Polynomauswertung

1x () e )] [ P(x) ]
1oy @ e @) P(x)
Lo H : [ a, :

UoXy () e ()i @ || PO
L 1) A R E | P(-x,)
R R o) SRR RS L | Y B A G )
1=y (%007 o ()" i L P(=%,.)]

Einsparung: ~ Wir bendtigen nur das Produkt der oberen Matrixhilfte,
fiir untere Hélfte gilt: alles gleich
bis auf Vorzeichenwechsel
fiir ungerade Exponenten
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Schnelle Polynomauswertung

Obere Hiilfte: Lox () e ) [ a P(xy)

Loy, () e () a | _ P(x)
1x, oy (0) o (B0)" L0 P(x,0,)
nach geraden und ungeraden Exponenten aufgeteilt:
L) o ) e ][ 6 S
N A AR G = ;“ka
; ( : ) ..( : )" al G(x: ) Af] -
“Xua)”  (TXna) T L% w21 U(x,)= Ay X, it
-~ k P 2i+17k
B ) G A I Ux)
P(x,)=G(x,)+U(x,)

o e @ e || U

Xy (X)X \)”7‘_,ar171 U(x,04)
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Schnelle Polynomauswertung

EEEN
+

EEEN
Il

a1
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Schnelle Polynomauswertung

n/2-1 n/2-1

G(x)= Z”2,x2' Ulx)= Zazmxzm
i=0 i=0

G(x) ist ein Polynom n/2-1-ten Grades in x°
namlich n2- ) N
G(x) = D a,(x") = Fp(x?)
i=0
U(x)  14Bt sich dhnlich schreiben als

U(x)= xnzzjlazlﬂ(xz)’ =xP,(x*)

aus P(x)=G(x)+U(x) folgt P(x)=F; (x*)+xB, (x%)
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Schnelle Polynomauswertung

: on W o P()
um also das Matrix-Vektor-Produkt |, * . = o)
zu berechnen bendtigen wir: F P a :
Ut Gt e )™ ||| P
n/2-1
2y _ 2Ni =
Pe(x*)= Y ay(x?)" und I = Sl I I o)
i=0 1 o-x  (=x) )" e, P(-x,)
& U=y (5,00 e ()" Pl

By(x*)=x zazm(xz)i
i

Das sind zwei Probleme der halben Grofe, zusitzlich brauchen wir:
n/2 Additionen (gerade+ungerade),

n/2 Subtraktionen (fiir P(-x)=...),

2 mal n/2 Multiplikationen (n/2 je Matrixhilfte fiir B, (x*) = x-...)

Wenn das weiter klappt, ist der Aufwand 7(n)=2T(n/2)+O(n)
=0(nlogn)

Universitt N
Informatik IT Sommersemester 2001, Dr. Ivica Rogina Folie 13.11

Karlsruhe (TH)

Schnelle Polynomauswertung

Rekursion 146t sich nicht fortsetzen:

Wir hatten ausgenutzt, daf  (-x)* = x’
und konnten so die Matrix ,,halbieren®.

Wenn wir in die Rekursion einsteigen mit der Berechnung von
P,(x*)und P,(x*)dann sind alle Funktionsargumente positiv,

=>, Halbierung" nicht mehr mdoglich.
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Schnelle Polynomauswertung

betrachten wir die Berechnung von ~ F5 (x”)

L) o (x)"? ay Fg(xo)
1 (XI)Z (X|)”72 a, Py(x)

1(x,0)" - (60)" 7 L2 ] [ Fo(¥00)
fiir den Abstieg in die Rekursion wire gut, wenn (X,0)7 ==(x,)
das ist der Fall wenn X,y =IX;

. . 4 _ 4
In der nichsten Rekursionsebene sollte dann (%,/5)" =—(x,)
sein usw.
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Schnelle Polynomauswertung
Wenn x, =1
dann wollen wir, dab  (x,,,)* =—(x,)> => x,,, =v—1=i
()" =) = x, =41

usw.
. . _ 0 _ 1 _ 2 _on-l
wihlen wir also x, =", x, =0 ,x, =0",..,x,,, =@

wobei ®"=1,und @’ #1 fir0<j<n

w ist n-te Einheitswurzel
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Darstellung komplexer Exponenten
Die n-te Einheitswurzel liegt 0 yt
auf dem Einheitskreis nach einem
n-tel des Vollkreises,

2m

148t sich auch schreiben als e ”

Fiir n=8 ist ® ein Achtel des Vollkreises 1_ %7

2m

w=e?

. Jj_,8 "’
dann ist @’ =e
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Schnelle Polynomauswertung

Wir erhalten also zur Auswertung von Polynomen die folgende Matrix:

11 ) B 1 P(1)
a,

Lo @ - o 0 P(w)

1 & @2 - @ a:1 — P((uz)

1 o™ @ ... mudeD a,, P(a)"")

Diese Matrix ist die DFT-Matrix fiir n, und (P(1), P(®),..P(0"™"))

ist die diskrete Fouriertransformierte des Vektors a,q,...,q,_,
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Schnelle Polynomauswertung

Ein paar DFT Matrizen:

DFT,= [1] a):‘\/I:I
DFT,= B _11} w=31=-1
1 1 1

A0S e
A

DFT,=

—— — —
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Polynommultiplikation mit FFT

Wir kénnen also ein Polynom an n Stellen in O(nlogn) auswerten.
Was fehlt noch zur Polynommultiplikation?

Die Riickumwandlung in die Koeffizientendarstellung:

Da DFT invertierbar ist, gilt

a, P(1) a, P(1)
[DFT] a:1 _ P(w) - a:1 _ [DFT]fl P(w)
a,, P(o"™) a,, P

Universitt

Karlsruhe (TH) Informatik IT Sommersemester 2001, Dr. Ivica Rogina Folie 13.18




Inverse Fouriertransformation

DFT DFT"!
1 1 1 1 1 1 1 1
1l o o - o X 1 Vo Vo - o™
1 @ o > —1 1/o* 1/&*? 1/ *"™"
. n|. . . .

L o™ @™V ... oo 11/ 0" 1/ 0" 2 .. 1/ "D

Es ist offensichtlich, dal wenn @ n-te Einheitswurzel ist,
dann ist auch 1/@ n-te Einheitswurzel.
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Polynommultiplikation mit FFT

Beispiel: P nxr? B e
111 1][2] [2+1] -1] [ -1+2
DET P—l P[] | 2+ —F(P) DFI,-Q=DFT. 2| | -1+2i —F(0)
e e fof 2| SETM o[ 2 | FET
1 ]0] 2+ 0] [-1+2¢°
- - O(nlogn)|
241 [ =142 [ 3 3 .
AR 2L T “2rdicie2i® | |-443i ﬁelftﬁzl‘?zle[?we'se
Tl24i? || 12 || —24d -2 42it || -3 whpi am

240 | | 1428 | | —2+4° =i +2i° | | -4-3i

[0 S T O 3—4+3i-3-4-3i -8] [-2
LT Vi VP V3 || =4+3i | 1| 3-4/i+3-3/ =4/ =3/ | 1|12

FFT

3
e vt uie|| 3 |73 seaiesioant-anc-zi | 4| s || 2| |OCrlogn)

LVE Vi® 1 || -4-3i 3-4/i +3/i* =3/ -4/i° -3/i* of|o
= (PO)(x)=2x"+3x-2
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Polynommultiplikation mit FFT

Beispiel: Auswertung mit FFT

Lor 11 [2+41 3]
[ S A o O I O 3 A B S

DFT,-P= 12 # o7 2+2 |71 =F(P)
12 2y Lo) 2+ [2-4]
obere Hilfte: untere Hélfte:
2 2
111 1)1 1 it
1 i ¢ &0 1[“["’;’98

NN /NN
LR I LT R U M i T
EISHEE EINEIR
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