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Trigonometrische Reihen
Definition: eine Reihe der Gestalt

heißt trigonometrische Reihe.
Die Zahlen sind ihre Koeffizienten.
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gegeben: eine periodische Funktion

gesucht: eine Darstellung dieser Funktion
als trigonometrische Reihe
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Eigenschaften trigonometrischer Reihen

LL +++++++ nxbnxaxaxbxaa nn sincos2cossincos
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• wenn eine trigonometrische Reihe an der Stelle t konvergiert,
dann auch an der Stelle t +2π (und für ganze k auch t +2kπ)

• wenn eine trigonometrische Reihe überall konvergiert,
dann ist sie eine periodische Funktion mit der Periode 2π

• wenn alle   sind, dann ist die durch die Reihe definierte
Funktion ungerade, wenn alle             sind dann ist sie gerade.

0=ia
0=ib
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Reihenentwicklung
Sei nun f (x) mit Periode 2π gegeben.
Frage: Wie läßt sich f (x) als trigonometrische Reihe darstellen?

Wie kann man also die Koeffizienten bestimmen?

LL ++++++= nxbnxaxbxaaxf nn sincossincos
2
1)( 110

Wenn die Reihe gleichmäßig konvergiert, dann ist f (x) auf
[0,2π] integrierbar. Wir wissen, daß für m≠n gilt:
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=∫ dxmxnx
π

0coscos
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=∫ dxmxnx
π

Was passiert, wenn wir beide Gleichungsseiten mit cos mx
multiplizieren und dann integrieren?
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Reihenentwicklung
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Fourierreihenentwicklung
∫ ⋅=
π

π

2

0

cos)(1 dxnxxfan
wir erhalten also

beide Seiten mit sin mx multiplizieren und dann integrieren liefert:

∫ ⋅=
π

π

2

0

sin)(1 dxnxxfbn

Ist f (x) auf [0,2π] integrierbar, kann man so die Koeffizienten
berechnen. Sie heißen

Fourierkoeffizienten der Funktion f  im Intervall [0,2π].
Die zugehörige trigonometrische Reihe heißt
Fourierreihe der Funktion f.

,...,,...,,, 110 nn babaa
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Fourierreihenentwicklung
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Bemerkung: Ist f zusätzlich periodisch mit Periode 2π,
kann man die Koeffizienten über jedem Intervall
der Länge 2π berechnen:
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t
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Ist f nicht periodisch, interessiert man sich meist nur für
einen Abschnitt und berechnet die Fourierkoeffizienten
nur für diesen.
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Fourierreihenentwicklung
Bemerkung:

0cos)(lim =⋅∫∞→
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a
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deshalb gilt auch (für f auf [a,b] integrierbar):

0lim =
∞→ nn

a und 0lim =
∞→ nn

b

D.h. f(x) wird immer genauer angenähert durch die partielle
Summe 
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Fourierreihenentwicklung
Wenn f eine Periode T≠2π hat, erhält man
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Fourierreihe für Rechteckfunktion
Beispiel für Fourierreihenentwicklung:

sei  f (x)=sign(x) auf [-π,+π], und 2π-periodisch sonst
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Fourierreihe für Rechteckfunktion


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die ersten vier Glieder der
Fourierreihe von f (x)=„Rechteck“

Summen der ersten
1,2,4 oder 8 Glieder
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Taylorreihenentwicklung
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Fourierreihenentwicklung
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Fouriertransformation
Betrachten wir beliebige (nicht unbedingt periodische) Funktionen,
dann erhalten wir für Periode →∞

∫
∞

∞−

= ωω
π

ω d)(
2
1)( tieFtf

∫
∞

∞−

−= tetfF ti d)()( ωω

Wir nennen F die Fouriertransformierte von f
(oder auch Spektrum von f )

mit

Ist f die Summe mehrerer Schwingungen, dann gibt F(ω ) an,
mit welchem Anteil die Frequenz ω in die Summe eingeht.
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Fouriertransformation: Beispiel
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Fouriertransformation
Ein paar Eigenschaften von Fouriertransformierten: 
(sei F( f ) die Fouriertransformierte F(ω ) von f (t))

Linearität:

Differentiation:

Verschiebung: Zeit                                      Frequenz

Faltung:

)()()( 22112211 fcfcfcfc FFF +=+

)()()( )( fif nn FF ω=

)())(( feTtf Ti FF ω−=− )())(( 0
0 ωωω −=− Ftfe tiF

∫
∞

∞−

−=∗ τττ d)()())(( gtftgf

)()()( gfgf FFF ⋅=∗
Faltung im Zeitbereich = Mult. im Frequenzbereich
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Faltung
∫
∞

∞−

−=∗ τττ d)()())(( gtftgf
Definition:

Faltung zweier Funktionen entspricht dem Filtern eines Signals.

f g
f (t-τ) f (t-τ)·g(τ)

][][])[*( jgjifigf
j
∑
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(kontinuierlich)

(diskret)
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Ein Beispiel für eine Faltung
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Der Impuls
Oft Systembeschreibung 
durch „Impulsantwort“:

Impuls ≠ Funktion, sondern Dirac-Distribution δ (x):







≤

>
=

→ ε
ε

ε
δ

ε ||
2
1

||0
lim)(

0 xfür

xfür
x

Interpretation: δ (x) ist Ableitung von 1)(xσ

Eigenschaften: ∫
∞
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Fouriertransformierte des Impulses δ (t)

1d)()( 0 === ⋅
∞

∞−
∫ ωωδω iti etetF

ωτωτδω iti etetF ∫
∞

∞−

=−= d)()(

)cos(2)d)()(()( ωττδτδω τωτωωω =+=++−= −⋅⋅
∞

∞−
∫ iititi eetetetF

)()( ttf δ= 1)( =ωF

F ist hier rein
reell, keine 
Imaginäranteile

F ist hier komplex,
reelle  und  imaginäre
Anteile (kein Bild)     aber |F|=1

)()()( τδτδ ++−= tttf

)cos(2)( ωτω =F
(rein reell)
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Fouriertransformierte von 2 Impulsen

)0()0()( ++−= tttf δδ )0cos(2211)( ωω ⋅==+=F

)()()( τδτδ ++−= tttf )cos(2)( ωτω =F
Allgemein gilt:

Beispielfälle:

0=τ

)1()1()( ++−= tttf δδ )1cos(2)( ωω ⋅=F
1=τ

)2()2()( ++−= tttf δδ )2cos(2)( ωω ⋅=F
2=τ
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Fouriertransformierte von 2 Impulsen
)()()( τδτδ ++−= tttf )cos(2)( ωτω =F

Bereits gesehen:

Was ist mit: )()()( τδτδ +−−= tttf

)sin(2)d)()(()( ωττδτδω τωτωωω ieetetetF iititi =−=+−−= −⋅⋅
∞

∞−
∫

Im(F(ω)) Allgemein kann man zeigen:

ist f (t) gerade, dann ist F(ω ) reell,
ist f (t) ungerade, dann ist F(ω ) imaginär
(übrigens auch umgekehrt)
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Fouriertransformierte: Impulszug

Schließlich:
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...

Fouriertransformierte
eines Impulszuges
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Von kontinuierlich nach diskret
bekannt: ))(())(())()(( tgFtfFtgtfF ⋅=∗

Zeitdomäne
Faltung

Frequenzdomäne
Multiplikation

Abtasten (sampling) von f (t) mit der Abtastperiode T bedeutet:

Multiplikation von f (t) mit der unendlichen Impulsfolge ∑
∞

−∞=

⋅
n

Tn )(δ

Zeitdomäne
Multiplikation

Frequenzdomäne
Faltung

≡

≡
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Von kontinuierlich nach diskret

f (t)

s (t)

f (t) s (t)

S (ω )

F (ω )

)()( ωω SF ∗
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Varianten der Fouriertransformation
Fourierreihen-

zerlegung
auch (zeit-)diskret

kontinuierlich
und periodisch

⋅+ 102
1 aa ⋅+ 2a ⋅+ 3a

Koeffizienten
der Fourierreihe (alle reell)

Fourier-
transformationkontinuierlich

beliebig
(Fourier-)Spektrum
(ggf. komplexwertig)

zeitdiskrete
Fourier-

transformationdiskret,beliebig
(Fourier-)Spektrum
periodisch

diskrete
Fourier-

transformationdiskret
periodisch angenommen

diskretes (Fourier-)Spektrum
periodisch angenommen

Informatik II Sommersemester 2001, Dr. Ivica Rogina Folie 15.27
Universität 
Karlsruhe (TH)

Übersicht Eigenschaften

diskret periodisch

reell gerade

imaginär ungerade

bandbegrenzt endlicher Definitionsbereich
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Aliasing und das Abtasttheorem
f (t)

s1 (t)

f (t) s1 (t)

S1 (ω )

F (ω )

)()( 1 ωω SF ∗

s2 (t) S2 (ω )

f (t) s2 (t) )()( 2 ωω SF ∗
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Das Abtasttheorem
f (t)

s (t)=

f (t) s (t)=

S (ω)

F (ω)

)()( ωω SF ∗

∑
∞

−∞=

⋅
n

Tn )(δ

nnTf ∀)...(...

∑
∞

−∞=

⋅=
n

Tn )/2( πδ

gω− gω+

T/2π gω2

Damit sich die gefalteten Einzelspektren nicht überlagern muß gelten:
)2/(22/2 πωωπ gg TT >⇒>

wenn ωs die Abtastfrequenz ist, dann ist ωs =2π/T => ωs >2ωg 

bandbegrenzt


