Trigonometrische Reihen

Definition:  eine Reihe der Gestalt

1 . .
Ea0+a, cosx+b sinx+a,cos2x+---+a, cosnx+b,sinnx+---

heilt trigonometrische Reihe.
Die Zahlen @,,4,,b;,.,@,,b,,...  sind ihre Koeffizienten.

gegeben: eine periodische Funktion

gesucht: eine Darstellung dieser Funktion
als trigonometrische Reihe
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Eigenschaften trigonometrischer Reihen|

1 . .
an +a,cosx+b sinx+a,cos2x+---+a,cosnx+b,sinnx+---

» wenn eine trigonometrische Reihe an der Stelle ¢ konvergiert,
dann auch an der Stelle 7 +2r (und fiir ganze k auch ¢ +2km)

 wenn eine trigonometrische Reihe iiberall konvergiert,
dann ist sie eine periodische Funktion mit der Periode 21t

» wenn alle ¢; =0 sind, dann ist die durch die Reihe definierte
Funktion ungerade, wenn alle b, =0 sind dann ist sie gerade.
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Reihenentwicklung

Sei nun f'(x) mit Periode 2n gegeben.
Frage: Wie 1Bt sich f'(x) als trigonometrische Reihe darstellen?
Wie kann man also die Koeffizienten bestimmen?

. 1 . .
f(x)=—a,+a,cosx+bsinx+---+a,cosnx+b, sinnx+---
2

Wenn die Reihe gleichméBig konvergiert, dann ist f'(x) auf

[0,27] integrierbar. Wir wissen, daf fiir m#n gilt:

27 2z

J.cos nxsinmx dx =0

0 0
Was passiert, wenn wir beide Gleichungsseiten mit cos mx
multiplizieren und dann integrieren?

cosnxcosmx dx =0
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Reihenentwicklung

]f(x) -cos mx dx
0

27,
1 - .
= J‘(E a, cosmx + Z(a” €Os nx cos mx + b, sin nx cos mx) |dx
0

n=1

%/—/ %/—/
immer 0 immer 0
. 0 (m#n)
Icosnxcosmx dx =<r (m=n=#0)
0 2 (m=n=0)
27

= J_/'(x) -cosnxdx =7m-a,
0
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Fourierreihenentwicklung

. 27
wir erhalten also a - 1 If(x)-cosnxdx
s 0

beide Seiten mit sin mx multiplizieren und dann integrieren liefert:
l 27
b,= — [ f(x)-sinnxdx
K 0

Ist £(x) auf [0,27] integrierbar, kann man so die Koeffizienten
ay,a,,b,,...,a,,b,,... berechnen. Sie heilen
Fourierkoeffizienten der Funktion f im Intervall [0,27].

Die zugehérige trigonometrische Reihe heifit

Fourierreihe der Funktion f.
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Fourierreihenentwicklung

Bemerkung: Ist f zusitzlich periodisch mit Periode 2,
kann man die Koeffizienten iiber jedem Intervall
der Lange 2n berechnen:

27

a,= 1 [ £x)-cosnxax
i 1

t+27

b,= RS J.f(x)‘sinnxdx
7 t

Ist f nicht periodisch, interessiert man sich meist nur fiir
einen Abschnitt und berechnet die Fourierkoeffizienten
nur fiir diesen.
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Fourierreihenentwicklung

Bemerkung:

b b
lim j F(x)-cosnmxdx =0 und lim_[ F(x)-sinnxdx =0

deshalb gilt auch (fiir fauf [a,b] integrierbar):

lima,=0  und

n—®

limb, =0

n—x

D.h. f{x) wird immer genauer angenéhert durch die partielle
Summe |

—a,+ z (a, cosnx +b, sin nx)
20
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Fourierreihenentwicklung

Wenn f* eine Periode 7#2n hat, erhilt man

f(x)== an + Z [a cos(— nx)+b, sm(— nx)}

und

X 27
a,= ?.![f(x)Acos(7nx)dx
2% . 2z
b= ! J@)sin( o) dx

Universitit
Karlsruhe (TH)

Informatik I Sommersemester 2001, Dr. Ivica Rogina Folie 15.8

Fourierreihe fiir Rechteckfunktion

Beispiel fiir Fourierreihenentwicklung:

sei f'(xx)=sign(x)

auf [-m,+7], und 2n-periodisch sonst

/(%)

a,= l-[f(x)-cosnxa’x =0
V3

-z

b, = le(x)sinnxdx =i(l—(—1)")
— 79 nrm

4( . sin3x  sin5x
also Fourierreihe von f(x) = —(sm X+ + e j
V4

5
Universitt
ID Karlsruhe (TH)

Informatik IT Sommersemester 2001, Dr. Ivica Rogina Folie 15.9

Fourierreihe fiir Rechteckfunktion

1) = (sm o sm33x N 511155x . )

die ersten vier Glieder der ?u;imin d;r(;f.s tgn
L ,2,4 oder ieder
Fourierreihe von f'(x)=,,Rechteck*
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Taylorreihenentwicklung

3 5 7 2 4 6 8
. X X X X X x x x
siny=——"—+—-—"— cosx=l—-—+——-"+—+
rno3 st 20 4 6 8
2 3 4
. X x X X
e =l+—+—+—+—
o2t 34

ix WX X2 . x3 x4
e _1+(l)ﬁ+(_1)E+(_l)§+(l)z+m

i X ¥ X x*
e ‘]+(_’)i+(_1)E+(l)§+(l)1+“'
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Fourierreihenentwicklung

2 3 4 2 3 4
& :1+(1’)%+(—l)%+(—i)%+(l)i+... e :1+(71')'11!+(71)%!+(i)%+(1)i!+...

2 4
e =2+0-21+0+25 4
2! 4

..=2cosx
X X
et —e " =0+2i=+0-2i—+...=2isinx
1 3!
e e ) ix _ poir
cosx = sin x = -
2i
Universitit

Karlsruhe (TH) Informatik IT Sommersemester 2001, Dr. Ivica Rogina

Folie 15.12




Fouriertransformation

Betrachten wir beliebige (nicht unbedingt periodische) Funktionen,
dann erhalten wir fiir Periode — oo

F() = izF(a})e’“"dw
mit F(w)= T FHedt

Wir nennen F die Fouriertransformierte von 1
(oder auch Spektrum von f')

Ist f* die Summe mehrerer Schwingungen, dann gibt F(®) an,
mit welchem Anteil die Frequenz @ in die Summe eingeht.
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Fouriertransformation: Beispiel

. ) L |t£1
sei f(t):{o NS «&j»_)

Die Fouriertransformierte von f* ist

F(w)= j e dt

_ 2D w20
= 2]
2 firo=0
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Fouriertransformation

Ein paar Eigenschaften von Fouriertransformierten:
(sei F(f) die Fouriertransformierte F(@) von f'(¢))

Linearitit: F(c fi+c, /)= F(f)+c,F(f,)
Differentiation:  F(/")=(iw)"F(f)

Verschiebung: Zeit Frequenz

F(f(t-T)=¢""F(f) F™f(t)=F(@-o,)

Faltung: (f*g)(t)= If(t -7)g(r)dr
F(f*g)=F(f)F(g)

Faltung im Zeitbereich = Mult. im Frequenzbereich

D Universitit Informatik 11 S ter 2001, Dr. Ivica R Folie 15.15
[ Karlsruhe (TH) nformatik IT Sommersemester 2001, Dr. Ivica Rogina olie 15.

Faltung

Definition:

(f*2)0= [ ft-D)g(r)de

(kontinuierlich)

(Frelil= Y fli- el (diskret)

j=—o

Faltung zweier Funktionen entspricht dem Filtern eines Signals.

J (00

e
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Ein Beispiel fiir eine Faltung
(f*2)0= [ ft-D)g(x)dr

e’ <0

_l
ltgm*lo <0
0

JS() J(&-7)

1 l
0 (U

e S0

(*g)(1)
t 0!

(f*g)0)=[edr ==& =1-¢"
0
Universitit
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Der Impuls
Oft Systembeschreibung |{:§§:§
durch ,,Impulsantwort: LL*Q = #A*

Impuls # Funktion, sondern Dirac-Distribution & (x):

0 fir|x|>e 1
S(x)= 111101 1 |
l2e

fiir |[x|<¢ J— |

o(x) |p=——

Interpretation: & (x) ist Ableitung von
Eigenschaften: j&(x)dx =1 Ié‘(x)f(x)dx = f(0)

5, ()=0(x-1) | F(o)= Té(t)e“”’dt =[o0], =1-0 =1
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Fouriertransformierte des Impulses 6 (7)

2 F0=5() F(o)=1
F(o)= [8(Hedr = & =1 i ) ——

F ist hier rein
reell, keine
Imaginéranteile
t o i, I ist hier komplex,
F(w)= Ié‘ (t—7)edt =" reelle und ,1ma%1n‘cire
bt Anteile (kein Bild)  aber |F]=1

F(w)= _[(5(t —1)e” +5(t+ 1)’ )dt = €7+ =2cos(w7)

- F(w)=2cos(wr)
_I_I_I_’ :> W (rein reell)
fO)=0(t—-7)+5(t+71)
Universitit
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Fouriertransformierte von 2 Impulsen
f®=0(t—-1)+5(t+71)

Beispielfille: :>

f)=0t-0)+5(t+0) F(w)=1+1=2=2cos(0-w)

7=0 i :> I

F(w)=2cos(l-w)

F(w)=2cos(wr)
Allgemein gilt:

f@O=0@-1)+0(t+1)

r=1 I:> 1

F()=8(-2)+5(t+2) F(w)=2c0s(2- @)
o )
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Fouriertransformierte von 2 Impulsen
fO=06(t-1)+0(t+7)

B I I
Was istmit:  f(1)=5(t—-7)-5(+7) j—I—l—»

F(w)= J.(é'(t —0)e —S(t+1)e)dt = &7 —e' " =2isin(wr)

—0

F(w)=2cos(wr)
Bereits gesehen:

Im(F()) Allgemein kann man zeigen:
A7/ ist f(f) gerade, dann ist F(w ) reell,
ist f(¢) ungerade, dann ist F(@ ) imagindr

(librigens auch umgekehrt)
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Fouriertransformierte: Impulszug

= | SchlieBlich:
S(=1)+38(0)+5(1) il |
= | RS 11 T
5(=2)+8(=1)+8(0)+5(1)+5(2) . ' | | ﬂ

——— 2n
7 i) |
Sooymimm .~ |
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Fouriertransformierte
eines Impulszuges

"Zfi(n) 7 i&(wT)
]||.||.‘||||||||L . ""ilL"
1 4 17

Zﬁ(n-zﬂ) F iﬁ(n-Zﬂ/T)
1 Ll i LLL 1 Ll i L1l
2n 2n/T
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Von kontinuierlich nach diskret

bekannt:  F(f()*g(1)) = F(f(1)-F(g(1)

Zeitdomdne | _ [Frequenzdoméne
Faltung ~ | Multiplikation

Zeitdomine | _ Frequenzdomine

Multiplikation | — Faltung

Abtasten (sampling) von f'(f) mit der Abtastperiode T bedeutet:

Multiplikation von f(¢) mit der unendlichen Impulsfolge 25 (n-T)
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Von kontinuierlich nach diskret

1@
—> F (“’)Q

s (1) S(w)
F0s0 o)+ S(@)
Universitit i X . i
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Varianten der Fouriertransformation

1
WAW(’ Fourierreihen-|—a, +4, - +a,- +a,-
o prierreihen- |5 % -4 VAV N
kontinuierlich =
und periodisch auch (zeit-)diskret

“|¢ e Fourier-

Koeffizienten
der Fourierreihe (alle reell)

—— transformation > (Fourier-)Spektrum
]ggri‘te”ﬁ"gcrlmh gggf. komplexwertig)
»
I I I I I I zeitdiskrete 4’_&—>
S Fourier- L (Fouri_er-LSpektrum
diskret,beliebig transformation periodiscl
diskrete
- N Fourier- |
diskret transformation diskretes (Fourier-)Spektrum

periodisch angenommen periodisch angenommen
Universitat
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Ubersicht Eigenschaften

diskret <:> periodisch

reell <:> gerade

imagindr <:> ungerade

bandbegrenzt <:> endlicher Definitionsbereich
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Aliasing und das Abtasttheorem
10

A ol A\

51 (0) :> Sy (@)

5, () : S (@)

S@) s () F(w)*S,(0)
iy, —> PNANNIPNAN

J@) s, () F(w)* SZ(Q)NVVWW
VYL
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Das Abtasttheorem

Mdbcgmmt |::> -w, C f +o, F (o)

s (=2 0(n-T) S(w) = iﬁ(n.z;z/T)

= =

f®sO=.f(nT)..Nn F(o)*S(w)
—> IAVANAYAY
2z/T 2a)g

Damit sich die gefalteten Einzelspektren nicht iiberlagern muf} gelten:

272/T>20, =T >20,/(27)
wenn @, die Abtastfrequenz ist, dann ist o, =277 => ©,>2 ),
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